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УДК 539.12 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ФОРМАЛИЗМЕ  
МАЙОРАНЫ – ОППЕНГЕЙМЕРА ВО ВСЕЛЕННОЙ АНТИ ДЕ СИТТЕРА 

Е.М. Овсиюк 

Мозырский государственный педагогический университет им. И.П. Шамякина, Мозырь, Беларусь 
 

ELECTROMAGNETIC FIELD IN THE MAJORANA – OPPENHEIMER 
FORMALISM IN THE ANTI DE SITTER UNIVERSE 

Е.М. Ovsiyuk 
I.P. Shamyakin Mozyr State Pedagogical University, Mozyr, Belarus 

 
Построены точные решения уравнений Максвелла со сферической симметрией на фоне осциллирующей во времени 
Вселенной анти де Ситтера. Использован 3-мерный комплексный формализм Майораны – Оппенгеймера, обобщенный 
на псевдоримановы модели пространства-времени в соответствии с тетрадным рецептом. Установленный характер за-
висимости решений от времени приводит к независимости вектора Пойнтинга для построенных решений от времени, 
т. е. факт изменения геометрии пространства во времени невозможно установить, измеряя плотность потока энергии 
электромагнитного поля. 
 
Ключевые слова: уравнения Максвелла, тетрадный формализм, Вселенная анти де Ситтера, нестатические коорди-
наты, комплексный формализм Майораны – Оппенгеймера, точные решения. 
 
Exact solutions with spherical symmetry of the Maxwell equations in the oscillating anti de Sitter Universe are constructed. 3-
Dimensional complex formalism by Majorana – Oppenheimer, generalized to pseudo-Riemannian space-time models in accor-
dance with the tetrad method, is applied. The established dependence of the constructed solutions on the time variable leads to 
independence of the Pointing vector on time. This means that the change in time of the anti de Sitter geometry cannot be seen 
by measuring the energy flow density. 
 
Keywords: Maxwell's equations, tetrad formalism, anti de Sitter Universe, non-static coordinates, complex formalism of the 
Majorana – Oppenheime, exact solutionsr. 

 
 

Введение 
Цель настоящей работы − получение реше-

ний уравнений Максвелла в осциллирующей во 
времени Вселенной де Ситтера с метрикой 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

cos

sinh ( sin )

dS dt t

dr r d d

= − ×

⎡ ⎤× + θ + θ φ ;⎣ ⎦
    (0.1) 

стоящее в квадратных скобках выражение пред-
ставляет метрику гиперболической модели Ло-
бачевского в сферической системе координат 
(используем безразмерные координаты).  

Решение системы уравнений Максвелла яв-
ляется намного более сложной задачей, чем, на-
пример, решение уравнения скалярного поля или 
уравнения Дирака. Сложность задачи связана 
главным образом с большим числом полевых 
переменных: шестью при описании электромаг-
нитного поля антисимметричным тензором вто-
рого ранга и десятью при использовании набора 
из тензора и 4-мерного электромагнитного век-
тора. В работе будем пользоваться формулиров-
кой уравнений Максвелла, восходящей к ком-
плексному формализму Римана − Зильберштейна 
− Оппенгеймера − Майораны [1]–[10] и обоб-
щенной для применения в произвольном псевдо-
римановом пространстве-времени в соответствии 
с тетрадным рецептом Тетроде − Вейля − Фока 
− Иваненко [11]–[15]. Относительная простота 

этого формализма связана с тем, что веществен-
ное электромагнитное 6-компонентное тензорное 
поле при этом описывается 3-мерным комплекс-
ным вектором. Это уменьшает количество урав-
нений и тем самым облегчает процедуру по-
строения аналитических решений уравнений 
Максвелла.  

 
1 Разделение переменных 
Исходим из уравнений Максвелла в мат-

ричной тетрадной форме в римановом простран-
стве в формализме Майораны – Оппенгеймера (ис-
пользуем обозначения из [15]) 

( )

0

1 0
2

0
.

c ab
c abce j

iI

i

ρ
ρ

⎛ ⎞α ∂ + γ Ψ = ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

α = − ,

Ψ =
+E B

 

В более детальной записи это уравнение имеет вид: 

 
(0) 0

( )

1
2
1 0
2

ab
ab

k ab
k abk

i e j

e j

ρ
ρ

ρ
ρ

⎛ ⎞− ∂ + γ Ψ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+α ∂ + γ Ψ = .⎜ ⎟
⎝ ⎠

         (1.1) 

Приведем явный вид трех основных матриц kα  и 
трех генераторов kS  в декартовом базисе [15]:  
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−
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− −
−

−
α = ,
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1 23 2 31

1 2

3 12

3

0 0 0 0
0 0

0 0
.

0

S j S j

S j

= = , = = ,
τ τ

= =
τ

 

Будем рассматривать уравнение (1.1) в не-
статических координатах пространства анти де 
Ситтера (0.1); при этом используем тетраду  

(0)

(1)

(1 0 0 0)

10 0 0
cos sinh

e

e
t r

α

α

= , , , ,

⎛ ⎞= , , , ,⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(2)

(3)

10 0 0
cos sinh sin

10 0 0
cos

e
t r

e
t

α

α

⎛ ⎞
= , , , ,⎜ ⎟θ⎝ ⎠

⎛ ⎞= , , , .⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Уравнение (1.1) в выбранных координатах и тет-
раде принимает следующий явный вид:  

1 1 2 2 3 3tan ( )i i t S S S
t
∂⎧− − α +α +α +⎨
∂⎩

 

1 2 2 1
31

cos tanh

1 0
cos sinh

r
S S

t r

t r θφ

⎛ ⎞α −α
+ α ∂ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎫+ Σ Ψ = ,⎬
⎭

 

где зависящий от угловых переменных оператор 
θφΣ  определен равенством  

 
3

1 2 cos
sin
Sφ

θφ

⎛ ⎞∂ + θ∂
Σ = α +α .⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ θ⎝ ⎠

   (1.2) 

При разделении переменных удобно иметь 
матрицу 12j  диагональной. Этого можно добить-
ся с помощью преобразования к циклическому 
базису [15]:  

4 4

1 0
0

U U
U

′Ψ = Ψ, = ,  
 

1 23
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1
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0 01 0
02 0 0

i
U U i i j s

i
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−
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′τ
−

 

 

1 31
2 2 2

2

0 1 0
0 01 1 0 1
02 0 1 0

U U j s−

−
′ ′τ = − = τ , = = ,

′τ
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3 3 3

3

1 0 0
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0

0 0 1
U U i j s−

+
′ ′τ = − = τ = =

′τ
−

 

1

2 3

0 1 0 1
1 0 01
0 02
1 0 0

0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 01

0 1 0 1 1 0 0 02
0 1 0 0 0 0

i
i i

i

i i
i i

i i

−
−

′α = ,
− −

− −

− −
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′ ′α = , α = .
− −

− +

 

Уравнение (1.2) примет в циклическом базисе 
тот же вид (для краткости штрихи будем опус-
кать).  

Диагонализуем на решениях квадрат и тре-
тью проекцию полного момента электромагнит-
ного поля, этому отвечает подстановка для поле-
вой функции   

1 1

2 0

3 1

0
( )
( )
( )

t r D
t r D
t r D

−

+

ϕ ,
ψ = ,

ϕ ,
ϕ ,

 

где использованы краткие обозначения для D-функ-
ций Вигнера ( 0) 1 0 1;j

mD Dσ − ,σ= φ,θ, , σ = − , ,+ j m,  
определяют квадрат и третью проекцию полного 
момента.  

С применением рекуррентных соотношений 
для функций Вигнера [14]  

( )

( )

1 2 0

1 2 0

1
2

cos 1
sin 2

D aD D

m D aD D

θ − −

− −

∂ = − ν ,

− θ
= + ν ,

θ

 

 

( )

( )

0 1 1

0 1 1

1
2

1
sin 2

D D D

m D D D

θ − +

− +

∂ = ν − ν ,

= ν + ν ,
θ

 

 

( )

( )

1 0 2

1 0 2

1
2

cos 1
sin 2

D D aD

m D D aD

θ + +

+ +

∂ = ν − ,

+ θ
= ν + ,

θ

 

 

( 1) ( 1)( 2)j j a j jν = + , = − +  
получаем систему уравнений в переменных 
( ) :t r,  

2 1 3
2 ( ) 0

tanh 2 sinhr r r
∂ ν⎛ ⎞+ ϕ + ϕ +ϕ = ,⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 
 

1

1 2

cos 2sin

1 0
tanh 2 sinh

t t
t

r r r

∂⎛ ⎞− − ϕ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂ ν⎛ ⎞− + ϕ − ϕ = ,⎜ ⎟∂⎝ ⎠
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2 1 3cos 2sin ( ) 0
2 sinh

t t
t r
∂ ν⎛ ⎞− − ϕ + ϕ −ϕ = ,⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

 
3

3 2

cos 2sin

1 0
tanh 2 sinh

t t
t

r r r

∂⎛ ⎞− − ϕ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂ ν⎛ ⎞+ + ϕ + ϕ = .⎜ ⎟∂⎝ ⎠

   (1.3) 

 
2 Решение системы уравнений  
Во всех трех функциях выделим множитель:  

 2

1 1
sinhcosj jF

rt
ϕ = ;          (2.1) 

в результате система (1.3) формально упрощается  

2 1 3
1 ( ) 0

tanh 2 sinh
F F F

r r r
∂ ν⎛ ⎞+ + + = ,⎜ ⎟∂⎝ ⎠

  (2.2) 

 1 1 2cos 0
2 sinh

t F F F
t r r
∂ ∂ ν

− − − = ,
∂ ∂

    (2.3) 

 2 1 3cos ( ) 0
2 sinh

t F F F
t r
∂ ν

− + − = ,
∂

     (2.4) 

 3 3 2cos 0
2 sinh

t F F F
t r r
∂ ∂ ν

− + + = .
∂ ∂

   (2.5) 

Складывая и вычитая уравнения (2.3) и (2.5) с 
учетом (2.4), получим (введем промежуточное 
обозначение 2 )bν / =  два уравнения 

1 3 1 3cos ( ) ( ) 0t F F F F
t r
∂ ∂

− + − − = ,
∂ ∂

     (2.6) 

1 3 1 3 2
2cos ( ) ( ) 0

sinh
bt F F F F F

t r r
∂ ∂

− + + + = .
∂ ∂

 

Покажем, что уравнение (2.2) является 
следствием уравнений (2.3)–(2.5). Для этого про-
дифференцируем по времени уравнение (2.2):  

2 1 3
1 ( ) 0.

tanh sinh
bF F F

r r t r t
∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

Учитывая (2.4), получим уравнение 

1 3

1 3

1 ( )
tanh cos sinh

( ) 0
sinh

b F F
r r t r

b F F
r t

∂⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂

+ + =
∂

 

эквивалентное следующему уравнению:  

( )1 3 1 3( ) 0
cos sinh sinh

b bF F F F
t r r r t

∂ ∂
− + + = .

∂ ∂
 

Если учесть здесь уравнение (2.6) в виде  

1 3 1 3
1( ) ( )

cos
F F F F

t t r
∂ ∂

+ = − − ,
∂ ∂

 

то придем к тождеству 0 0≡ . Это означает, что 
уравнение (2.2) является следствием уравнений 
(2.3)–(2.5). В дальнейшем используем три (неза-
висимых) уравнения:  

2 1 3( )
cos sinh

bF F F
t t r
∂

= − ,
∂

 

1 3 1 3cos ( ) ( ) 0t F F F F
t r
∂ ∂

+ + − = ,
∂ ∂

 

1 3 1 3 2
2cos ( ) ( ) 0

sinh
bt F F F F F

t r r
∂ ∂

− + + + = .
∂ ∂

(2.7) 

Исключим функцию 2F  из третьего уравне-
ния в (2.7); для этого продифференцируем его по 
времени и воспользуемся первым уравнением в 
(2.7):  

1 3 1 3

2

1 32

cos cos ( ) cos ( )

2 ( ) 0
sinh

t t F F t F F
t t t r

b F F
r

∂ ∂ ∂ ∂
− + + +

∂ ∂ ∂ ∂

+ − = .
 

Таким образом, вместо (2.7) имеем эквивалент-
ную ей систему:  

2 1 3

1 3 1 3

( )
cos sinh

cos ( ) ( )

bF F F
t t r

t F F F F
t r

∂
= − ,

∂
∂ ∂

+ = − − ,
∂ ∂

 

1 3

1 3

2

1 32

cos cos ( )

cos ( )

2 ( ) 0
sinh

t t F F
t t

t F F
t r

b F F
r

∂ ∂
− +

∂ ∂
∂ ∂

+ + +
∂ ∂

+ − = .

            (2.8) 

Из третьего уравнения в (2.8) можно с по-
мощью второго уравнения в (2.8) исключить 
комбинацию 1 3( ) :F F+  

2 1 3

1 3 1 3

( )
cos sinh

cos ( ) ( )

bF F F
t t r

t F F F F
t r

∂
= − ,

∂
∂ ∂

+ = − − ,
∂ ∂

        (2.9) 

2

1 32

2cos cos ( ) 0
sinh

bt t F F
t t r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + − = .⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

Чтобы упростить обозначения введем 
функции:  

1 3 1 3F F F G F F= + , = − ,  
тогда система (2.9) переписывается следующим 
образом:  

2cos
sinh

cos

bt F G
t r

t F G
t r

∂
= ,

∂
∂ ∂

= − ,
∂ ∂

             (2.10) 

2 2

2 2

2cos cos 0
sinh

bt t G
t t r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + − = .⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

В новой переменной  

cos
dtd

t
τ =  

система (2.10) представима в виде  
2 2 2

2 2 2

2 0
sinh

b G
r r

⎛ ⎞∂ ∂
− + − = ,⎜ ⎟∂τ ∂⎝ ⎠

 

2 sinh
bF G F G

r r
∂ ∂ ∂

= , = − .
∂τ ∂τ ∂
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Решим уравнение для функции G  методом 
разделения переменных:  

2 2
2

2 2 2

( ) ( )

1 1 ( 1)( ) ( ) ,
( ) ( ) sinh

G T R r

d d j jT R r
T R rd dr r

= τ ,

⎛ ⎞+
τ = − = −ω⎜ ⎟τ τ ⎝ ⎠

 

введена постоянная разделения 2 ;ω  далее полу-
чаем  

2
2

2 2

( )

( 1) ( ) 0
sinh

iT e

d j j R r
dr r

− ωττ = ,

⎛ ⎞+
+ω − = .⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Чтобы решить уравнение в радиальной перемен-
ной, введем новую переменную 21 :rz e−= −  

2 2
2 2

2 2

4(1 )4(1 ) 4(1 ) 0d R dR zz z R R
dzdz z

− ν
− − − +ω − = .  

Для функции R  вводим подстановку 
(1 ) ( ) :a bR z z f z= −  

2

2(1 ) [2 (2 2 1) ]d f dfz z a a b z
dzdz

− + − + + +  

2
2

2
2 2

( )
4

1 1( ( 1) ) 0
4 1

a b

a a b f
z z

⎡ ω
+ − − + +⎢
⎣

⎤⎛ ⎞ω
+ − − ν + + = .⎥⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎦

 

Последнее слагаемое в уравнении упростится, 
если потребовать 1  / 2.a j j b i= + ,− , = ± ω  В ре-
зультате для функции f получаем уравнение  

[ ]
2

2

2
2

(1 ) 2 (2 2 1)

( ) 0
4

d f dfz z a a b z
dzdz

a b f

− + − + + −

⎡ ⎤ω
− + + = ,⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

которое является уравнением гипергеометриче-
ского типа  

(1 ) [ ( 1) ] 0z z F z F F′′ ′− + γ − α +β+ −αβ = .  
Параметры определяются соотношениями  

2
2 2
i ia a b a bω ω

γ = , α = + − , β = + + .   (2.11) 

Выбор 1 / 2a j j b i= + ,− , = ± ω  обеспечивает, 
что по радиальной переменной построены регу-
лярные в нуле вещественные решения, соответ-
ствующие стоячим волнам. Кроме того, очевид-
но, что установленный характер зависимости 
решений от времени означает независимость 
вектора Пойнтинга для построенных решений от 
времени, другими словами, факт изменения гео-
метрии пространства во времени невозможно 
установить, измеряя  плотность потока энергии 
электромагнитного поля.  

 
Заключение 
Исходная нестатическая метрика (0.1) после 

преобразования к использованной выше времен-
ной координате τ  (см. (2.11)) примет вид  

2 2

2 2 2 2 2 2

cos

( sinh ( sin ) .

dS

d dr r d d

−= τ×

⎡ ⎤× τ − + θ + θ φ⎣ ⎦
 

Эта метрика отличается конформным множите-
лем 2cos− τ  от метрики статической Вселенной 
Эйнштейна [16]. Построенные решения в осцил-
лирующей модели де Ситтера связаны конформ-
ным преобразованием с решениями уравнений 
Максвелла в статической Вселенной Лобачев-
ского (формула (2.1)).  

Заметим также, что поскольку формализм 
Майораны – Оппенгеймера использует только со-
ставляющие электромагнитного тензора, то этот 
подход не позволяет следить за калибровочными 
степенями свободы электромагнитного поля. Та-
кой анализ выполним на основе 10-мерного фор-
мализма.  

Аналогичный анализ может быть выполнен 
в случае расширяющейся Вселенной де Ситтера 
[17], когда исходная метрика пространства-вре-
мени задается выражением  

2 2 2 2 2 2 2 2cosh [ sin ( sin )],dS dt t dr r d d= − + θ + θ φ  
которое приводится преобразованием временной 
координаты к виду  

2 2 2 2 2 2 2 2cos ( sin ( sin ) .dS d dr r d d− ⎡ ⎤= τ τ − + θ + θ φ⎣ ⎦  
Эта метрика отличается от статической метрики 
Эйнштейна конформным множителем 2cos .− τ  

Добавим, что запас систем координат в 3-мер-
ных пространствах Лобачевского и Римана дос-
таточно велик [18]; любая из них может исполь-
зоваться при рассмотрении волновых уравнений 
(Максвелла, Дирака и других) в нестатических 
моделях де Ситтера. Можно утверждать, что в 
случае электромагнитного поля из факта кон-
формной инвариантности уравнений Максвелла 
следует возможность построения решений в мо-
делях де Ситтера, если удается построить соот-
ветствующие решения в статических моделях 
Лобачевского – Римана.  

Автор благодарна В.М. Редькову за советы 
и помощь в работе.  
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