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ОБ АППРОКСИМАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СУММ т-ЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ОГРАНИЧЕННЫМИ ДИСПЕРСИЯМИ

В МЕТРИКЕ П. ЛЕВИ

Рассматривается случай, когда сумма ковариаций случайных величин 
положительна. Известно (см., например, [1-4]), если предел суммы ковариаций 
случайных величин положителен, то он поставляет в предельное распределение их 
суммы нормальный компонент. Это обстоятельство позволяет более эффективно 
использовать неравенство Эссеена (см., например, [5] (стр. 616), [6] (стр. 137).

1°. Пусть ( , П =  1?оо — система серий случайных величин,V щ  j  q —1
определенных при каждом п на общем вероятностном пространстве, имеющих 
конечные дисперсии и равные нулю математические ожидания (м. о.): MA^O, q = \~n

п

И пусть S„ = Y j X nq- 
9=1

Сделаем разбиение суммы S„ по методу Бернштейна:
(i - \ )m+ik

Uni = ' Z X nq >
q = ( i - l )m + ( i - l ) k + \

im+ik ___ р 1
v ni =  =  k  = w I  ' ( o

q=( i - \ )m+ ik+ \  

где 0< p  <1/4.

. v v
Положим:. S n] =  , S n2 -  ^  V m .Тогда S„=Sn,+Sn2 (можно

1=1 1=1

считать, что n кратно k+m (см.[1], §1.10)).
Выпишем величины, вошедшие при разбиении (1) в S„Jt в порядке 

возрастания их индексов. Получим систему серий

£„1 >£.2  >•••£«*» t = vk, П= 1, 0 0 . (2)
Положим для системы (2)

s =1

an ^ ns ^ г
s*r

Уп (0 = }  (е Х - 1 -  i t x ) \  dKn (*) -  . (3)
-со X  I

Согласно результатам, полученным при решении центральной предельной 
проблемы для сумм зависимых случайных величин [1-4], распределение, логарифм
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5ЛИЧИН

эиаций 
ние их 
ктивно

личин,

еющих 
q = \,n

(1)

'можно

юрядке

(2)

(3)

дельной
гарифм

характеристической функции (х.ф.) которого выражается по формуле (3), сыграет 
роль сопровождающего для распределения суммы Sn.

Обозначим через Fn(x) функцию распределения (ф.р.)> логарифм х.ф. которой 
выражается по формуле (3). Справедлива

Теорема! .Пусть величины системы серий ( ,77 =  1,00
V пч 'q = \

2
т-зависимы, найдутся постоянные Н}, Н2 и щ такие, что при п >п0 сгп > а  >0 ,

. ,  ,  . я ,  . ,  я .

m a x - M  X  ns Х п р Х  nr 3 /2 ’q VI s,p,r ' J 1 Yl ' ~
где 0<p-s < np,0 < \p-r\ < np. Тогда при любом фиксированном г >0 и п > п0 будет 
выполняться неравенство

"2 Щт2
(4)

ГГ- ^ s ” ~  s ^ ( * + £ + ° ) + - i § v + 5П 8 п п £
где с0-независимая от п постоянная.

2°. Прежде чем доказывать теорему 1, рассмотрим вспомогательную лемму.
Пусть Bns -  G -  алгебра, порожденная величиной ^ т  . Положим для системы (2):

S n(s,p)~~ %n{s+ \ ) 4 ^пр > $ п ( р , р )= O(modP),
f  (f р W м(ехр/^„(,.о/В„)

J u s V ^ n s ) -  777------— ----------------------------------------------(5)
М  [exp it S n(s,i)j

В ,,) ) ,
s

Уп (*>*)= X М  fn s  (*>■К  \  Zns *  Х) >
S

= в . , ) ) .

Очевидно, х.ф. суммы S п]

5 = 1

™ /л _  ^(exp/Y.S’̂ -u ))
Af(expzY S n(s,e)} ^

В [1] (стр.53) показано, что если, q n ( t )  =  и — l| <  1 , то

Г—1

ЧпW = ] (е"х-1 - i t x ) \ d xyn( t ,x)+i tan( / ) + (ф„,“l)" ■
X 5=1 г=2 Г

Лемма 1. Пусть величины системы серий \ Х  |  т-зависимы, найдутся 

постоянные Hh Н2 и щ такие, что при п >п0
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18 BECHIK МДПУ

max M Ъ)щ <
Я,
п

max М
s , p , r

Е Е. Е.-'ns .̂ np ^nq
<

Н-

п 3/2 (7)

где 0<p-s<rf, 0< \p-q\ < rf. Тогда при Ы <  А п ^  , где при < -------- и п >
4 t f i

будет выполняться неравенство

Щ

г д е С < Н ? 2 + 2 Н 2 + 6 Н {  А.
Доказательство. В силу m-зависимости в разбиении (1) части иП1 независимы. 

Поэтому в функциях (5) и (6) можно делать сокращения, в результате чего получим

г  Л о  \  M (eXP ^ , p ) / B J  , ,  „ сj  j  = -------- т------ ;-----------т—  , где /?=;?(^-индекс последней величины с
М ( е х р р))

8“ р | 9 » ( 0 - ¥ л ( » ) | ^ ^ 5 .

г2

(8)

пр

той части ипЬ в которую вошла величина Ъ)т .

Из разбиения (1) и (7) следует, что

s

H M K s \ S 2n(s , p)

<

<

H l V J t
3/2

П

Н 2 У Г
3/2п

\ M ( e x p i t S n ( s,P{ •

Оценим | У n ( t )  ~  \\f n ( t )  ■ При Щ <  А п ^ 2 р , где А2< 

следует |М(ехр/Г£ > —. Имея в виду, что <

(9)

из (9)

.2 2 
t  X

получаем

J& 4
( 10)

Далее, пользуясь (7), находим при 1/1 < An112' 21’
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a „t
(s>p) <

< 2 t 2 Y , M \£„s S n ( s ,p Jl -  м  (exp it S „ (s ,p ) )I +  \tf X M  |£  J .s i (s,p) < (11)

(B)

Эпр

(9)

(10)

< 2 H , v k 4t 4 H *v k t < 2 я ? 4 | 3 H 2\tf 

n3/1 ~ ni/2-p n,/2- 2p'

Поскольку при i  =  l , v , k  =  [t2P]> |̂ | — 2p , где Д*’ <
4 Я,

к Л ' М ^
2H\k2t2  ̂ 1

п
<

2 ’
г- 1

то

£ £ — ( ф - - 1 )
5=1Г=2 У

<
№ * A \ t \ z 

и 1/2- 2р '

(12)

Из неравенств (10), (11) и (12) следует(8). Лемма доказана.
->о3 .Приступим к доказательству теоремы 1. Используя неравенство (8),

еа„('Ь^„(')_1 < | q n( t ) - y / n( t \ x

находим при п > п0 

\еч"(1)-е'
(  -Л л  \  сг t

хехр
С7 t

- + k W - v ' . M I < i ^ ex р*/2-2  р
f a 2t 2 C\tf  Л 

 +  — u
n1/2-2  p

'2 < 1 
4 tf,

Можно подобрать такое /4q < --------- , что при И ^  А ” У2~2р И п > По

будет выполняться неравенство -
< л 2 

— ■̂
<  , а  >  0 .

Пусть G п ( х )  - функция распределения (ф.р.) суммы S„i, F„(x)-$.p., 
логарифм х.ф. которой выражается формулой (3). По условию теоремы

а п ><5 >  0 ,  когда п > щ. Наличие нормального компонента в распределении

F„(x) обеспечивает существование и ограниченность производной: | , Р ^ ( х ) |  <  С .  

Это позволяет применить неравенство Эссеена:

sup\Gn{ x ) - F n( x } < -  \
т

ТС

л ( 0

t
dt + 24С 

тиГ ’
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20 BECHIK МДПУ

из которого при Т  <  A q ух 2р , учитывая, что интеграл от t~ 6 й! конечен, 
получим

с
s u p \Gn (х ) -  i 7,, (л:)| < . (13)

*  п
где Со - независимая от п постоянная. ^

Как показано в [1] (§1.10), для фиксированного 8>0 справедливо 
неравенство

P{sn\ < X -  s} -  p\s^  > в} < p{sn <х}< p{snl <х + г} + > s}.
дисло

Отсюда (13) и из неравенства Чебышева поток

p / | r r  I г \ ^  $п2 ^  TYl F - -* \  Р  п2\ — £ j —----- 2—  — 2----  следует (4). Теорема доказана. 4
8 S ПР

Замечания. 1. Теорема 1 допускает варьирование за счет применения других скоро
форм неравенства Чебышева.

Из проведенных оценок следует, что постоянная С0 вычисляема, а будет
постоянная С в (8) с ростом п может разве лишь убывать. дисло
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