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Необходимость. Пусть нетривиальное решение ),0(),(),(  tXt   удовлетворяет условию 
(11) при условиях (3), (8)–(10). Тогда из (11) при 0  имеем 

),0()(),0(),(),0(),(),( ttttXqtqtXqt    
или отсюда получим ),0()(),0(),(  X . Следовательно, ),0()(  u  является 
собственной вектор-функцией, соответствующей мультипликатору )( :   .0),()(det   XE  
Теорема 1 доказана. Как ее следствие, имеем следующее утверждение 

Теорема 2. При условиях теоремы (1) для того, чтобы система (1) имела ),(   – периодическое 
решение необходимо и достаточно, чтобы она имела по крайней мере один мультипликатор , равный 
единице. 

Доказательство теоремы (2) очевидно.  
В заключении отметим, что рассматривая эти результаты вдоль главной диагонали et   

пространства независимых переменных ),,( t имеем результаты о квазипериодических решениях для 
однородной квазипериодической системы, соответствующей системе (1). 
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АКУСТООПТИЧЕСКАЯ ДИАГНОСТИКА ВОЛН ГУЛЯЕВА-БЛЮСТЕЙНА 
В УСЛОВИЯХ ФРЕНЕЛЕВСКОГО ОТРАЖЕНИЯ  
 
Плоскопараллельный слой толщиной h  и диэлектрической проницаемостью 2  расположен между 

однородными прозрачными срезами с диэлектрическими проницаемостями 1  и 3  (рисунок 1). Начало 
системы координат XYZ расположено на верхней границе слоя, а ось Y перпендикулярна границе слоя. 

 

 
Рисунок 1 – Схема АО диагностики волн 

Гуляева-Блюстейна 

Кубические кристаллы арсенида галлия ( GaAs ), 
широко используемые в акустоэлектронике и 
оптоэлектронике [5, 6], относятся к классу симметрии m34 . 
Предполагается, что пьезоактивная ПАВ распростра-
няется вдоль оси  110  в плоскости  101 .  

При этом в волне ГБ присутствуют две компоненты 
тензора деформаций 5U  и 6U ; им соответствуют 
компоненты напряженности пьезоэлектрического поля 
ультразвуковой волны 3E  и 2E . Для световой волны ТЕ-
поляризации, падающей на поверхность кристалла, 
представляют интерес компоненты деформации 6U  и 
напряженности пьезоэлектрического поля 2E , которые 
даются соотношениями [2]: 

 

       
       ,expexpexp

,expexpexp

222221111112

22211116

tKziKbaKbKAE

tKziKaKKAU

yy

yy








                      (1) 

 

где 1
21 104758,1 a , 11

11 108512,1 b , 9
22 106436,1 b , 9912,01  , 4

2 103879,3  ,  

1A  – амплитуда деформаций,  K  – круговая частота (волновое число) УЗ волны. 
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УЗ волна (1) создает периодическую в пространстве и во времени решетку диэлектрической 
проницаемости вдоль оси Z  и пространственно-неоднородную вдоль оси Y . 

      tKziytzy  exp,, 222  ,    (2) 

где       yEryUpy эфэф 26
2

2 2
  ,  эфэф rp  – эффективная фотоупругая (электрооптическая) постоянная 

кристалла. 
Положим, что плоская световая волна с частотой   и волновым вектором zzyy kekek 111


  

( 111 cosknk y  , 111 cosknk z  , ck / , 11 n , c  – скорость света в вакууме), имеет линейную s-

поляризацию. Угол преломления  1212 sin/arcsin    и близок к углу Брэгга  22 2/arcsin kKБ  , 

где 22 knk   ( 22 n  – показатель преломления материала звукопровода). 
Решение волнового уравнения (см. [7]) для дифрагированного поля электромагнитной волны 

в соответствии с теоремой Флоке-Блоха ищем в виде [6]: 

    2exp mtzkiyAE mmz
m

m
 




,    (3) 

где  mmKkk mzmz ,0 . 
При 2/0 Kk z   из совокупности дифрагированных волн (4) следует выделить лишь две наиболее 

существенные с дифракционными порядками 0m  и 1m . Система неоднородных уравнений 
связанных волн для комплексных амплитуд 0A  и 1A  имеет вид: 

    ,0
2
1,0

2
1

0
2
21

2
12

1
2

1
2
20

2
02

0
2

 


 AkyiAk
dy

AdAkyiAk
dy

Ad
yy     (4) 

где 2
0

2
20 zy kkk  , 2

0
2
20 zy kkk  , Бzz kkk   sin210 ;       yEryUPny эфэф 26

2
2  . 

С учетом результатов работы [8] решение системы уравнений (5) в брэгговском режиме 
дифракции можно представить в виде:   2/120 UUA  ,   2/121 UUiA  . Величины 2,1U  находим из 
решения уравнений: 

  0
2
1cos 2,12

22
22

2,1
2





  Uyk

dy
Ud

 .    (5) 

Решения уравнений (6) в ВКБ-приближении имеют вид [9]: 

     yikyik eCeCyU
   22

212,1 ,     (6) 

где     .2/cos
0

2
0

6222
















  ydyyErdyyUpykk
h

эф

h

эф  

Глубина проникновения волны Гуляева-Блюстейна h  в подложку значительно выше, чем глубина 
проникновения ПАВ Рэлея [1, 6]. Для рассматриваемого направления ПАВ в кристалле GaAs  при частоте 
ультразвука ГГцf 1  она составляет ммh 5,2 . Для структуры: воздух–GaAs – AlGaAs , толщина 

возмущенного слоя из кристалла GaAs , hh   [5]. Для малых фотоупругих и электрооптических постоянных и 
при наличии затухания ультразвука в подложке АО взаимодействием в подложке можно пренебречь. Подставив 
выражения для 10 , АА  в (3), и применив стандартные граничные условия при 0y  и hy   (см. напр. [8]), 
получим систему алгебраических уравнений относительно амплитудных коэффициентов пропускания ( 1,0 tt ) 

и отражения ( 1,0 rr ) нулевого и первого порядков. Такая система уравнений может быть решена лишь 
численными методами. Пренебрегая медленным изменением линейных членов, зависящих от Y, по сравнению с 
экспоненциальными, получим, используя (6), систему линейных алгебраических уравнений, решение которой 
представимо в замкнутой форме. 

При выводе выражений для получения коэффициентов отражения и пропускания 
дифракционных волн предполагалось, что угол Брэгга Б  – мал. Данное условие выполняется для частот 
ультразвука, достигающих ~ 1ГГц. 

Для численных расчетов использовались энергетические коэффициенты пропускания ( 10 ,ТТ ) 
и отражения ( 10 , RR ), которые находятся из соотношений [10]. 

МГПУ им. И
.П

.Ш
ам

як
ина



      
 

191 

При отсутствии ультразвука (U = 0) выражения для коэффициентов пропускания Т0 и отражения 
R0 приводят к известным формулам Эйри [10], а дифрагированные волны первого порядка отсутствуют 
(Т1=R1=0). Для согласованного слоя ( 321 nnn  ) получаем, что R0=R1=0,  2/cos 2

2
0 knT  , 

 2/sin 2
2

1 knT   [7]. 
Численные расчеты проводились для многослойной структуры: воздух – GaAs – AlGaAs [2]. 

При этом волна Гуляева – Блюстейна частотой f = /2 = 1 ГГц концентрируется в слое GaAs.  

Длина световой волны в вакууме 0 = 1,15 мкм, амплитуда тензора деформаций 3/2 aIU  ,  
где Ia – интенсивность УЗ волны; рэф=р44 (rэф=r14) – эффективная фотоупругая (электрооптическая) 
постоянная. 

Зависимости коэффициентов отражения R0 (R1) дифрагированных волн нулевого (минус 
первого) порядка от амплитуды модуляции U и толщины слоя h  представлены на рисунке 2 а,б. 
Малый коэффициент отражения дифрагированной волны минус первого порядка (R1) объясняется 
незначительным отличием показателей преломления слоя и подложки для гетероструктуры GaAs – 
AlGaAs. Коэффициенты отражения дифрагированных волн нулевого порядка (R0) достигают ~ 0,3 при 
h = 0,4 мм. Наиболее существенные изменения R0 наблюдаются для малых толщин слоя h  0,2 мм. 
При этом зависимости R0(U) имеют минимум. Рассмотренные особенности коэффициента отражения 
R0 могут быть использованы для диагностики ультразвуковых волн Гуляева-Блюстейна в слоистых 
пьезоэлектрических материалах. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 2 – Зависимость энергетического коэффициента отражения дифрагированной волны 
нулевого порядка R0 (а) и первого порядка R1 (б) для различных толщин модулированного слоя h: 

0,1(1), 0,2 (2), 0,3 (3), 0,4 мм (4) (воздух – GaAs – AlGaAs, f=1ГГц, 0= 1,15 мкм) 
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